
卡尔曼滤波公式推导  
在离散状态空间表示下，加入噪声的系统可以有如下表示：

其中 为过程噪声， 为测量噪声， 分别为 的协方差矩阵、 、

提醒：协方差矩阵是对称矩阵，其转置和自身相等

卡尔曼滤波是一种递归估计的思想，即我们假设在 时刻得到了系统状态 的最优估计值 ，我们如何推导出

时刻的系统状态 的最优估计值

定义 为 时刻的后验估计值（最优估计值），则我们可以得到 时刻的两种系统状态的估计值

其中 称为 时刻的先验估计，它忽略了系统的过程噪声， 称为 时刻的测量估计，它忽略了系统的测量噪声

现在我们有了两个关于 的估计值，我们需要将其组合起来获取最优的那个估计值，即选取合适的 ，使得

更趋近于

我们令 为卡尔曼增益矩阵，同时带入 ，有

定义后验误差

显然有 ， 为后验误差的协方差矩阵，其形式如下

由方差的定义我们可以知道，协方差矩阵对角线之外的协方差项仅表示误差分量的变化方向趋势，只有对角线上的方差项表

示误差关于某一个值的变化程度

所以若我们想要 尽可能趋近于 ，即有后验误差的协方差矩阵 对角线上的方差项之和尽可能小，即 最小

由协方差矩阵的计算方法我们可以得到（下式中的 表示期望）

定义先验误差

有
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在前面我们定义了后验误差的协方差矩阵 ，这里我们定义先验误差的协方差矩阵

同时我们知道 互相独立， 互相独立，又有 所以有、 、

此外，有

则有

我们计算

我们考虑 和 两个矩阵

所以上面两个矩阵互为转置，那么其秩就是一样的，所以有

要使 最小，我们让 对 求导

现在讨论每一项

显然 跟 没有任何关系，所以第一项为

对于后面几项，我们有以下关于矩阵的迹的求导公式

故有

我们令



有

至此，我们得到了卡尔曼增益矩阵的表示方法，这能让我们的后验估计最接近真实值

但卡尔曼增益矩阵中的 项仍然未知，所以我们现在计算这一项

由定义知

我们同样是分开看每一项，显然 互相独立， 互相独立，又有 ，所以有、 、

此外，有

则有

下面我们计算后验误差的协方差矩阵

至此，我们得到了卡尔曼的五个公式，其使用顺序如下

初始状态 的情况下，我们有给定的初始值 与初始后验误差协方差矩阵 ，这两个初始值矩阵一般为零，还有设定的

过程噪声的协方差矩阵 ，测量噪声的协方差矩阵 ，这两个矩阵需要我们给定一个初始值

当 时，有

第一步，计算此时的先验估计

第二步，计算此时先验误差的协方差矩阵

第三步，计算此时的卡尔曼增益



第四步，计算此时的后验估计（此时刻系统状态的最优估计）

第五步，计算此时后验误差的协方差矩阵
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